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Programme

@ Rappels en théorie des nombres
o PGCD
@ Algorithme d’Euclide.
@ Congruence.
@ Algorithme d’Euclide étendu.
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PGCD

@ Diviseur commun.

@ Soient a, b deux entiers. Un diviseur commun a a et b est
un entier m tel que mja et m|b.
@ PGCD.
@ Le PGCD de deux entiers a et b est le plus grand diviseur
commun de a et b.
@ Sid = PGCD(a, b), alors pour tout m tel que m|a et m|b,
onam|d.

@ Exemple

e PGCD(9,
7

)=3
e PGCD(7,5) = 1.

6
5)
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Algorithme d’Euclide

@ Algorithme d’Euclide
@ Soient deux entiers positifs a, b.
@ Soientrg =aetr; =b.
@ Pouri > 0, on définit les suites (r;) et (q;) telles que :

=0 liq1+lig2

ou q; et ri., sont le quotient et le reste de la division
Euclidienne de r; par ri.1.

Il existe k > O tel que ry = 0.

Alors PGCD(a,b) = rg_3.

e ¢
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Justification

@ Soienta >0etb > 0.
@ Sib =0, alors PGCD(a,b) = PGCD(a,0) = a
@ Sinon, soita=b-gq+ravec0<r <b.
@ Alors PGCD(a,b) = PGCD(b,r).
@ (b,r) plus petit que (a, b).
® PGCD(a,b) = PGCD(b,r)
@ Sid|aetd]b, alorsd]r, et donc d|PGCD(b,r). Donc
PGCD(a, b)|PGCD(b,r).
@ Sid’|b etd’|r, alors d’|a, et donc d’|PGCD(a, b). Donc
PGCD(b, r)|PGCD(a,b).
@ Donc PGCD(a,b) = PGCD(b,r).
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Congruence

@ Définition
@ Soitun entiern >0, eta,b € Z.
@ aestcongruentab sin|(a—b).
@ a=b (mod n).
@ n est le module de la congruence.
@ Ne pas confondre avec le mod de la division Euclidienne.

@ Théoréme

@ Soit un entier n > 0. Pour tout entier a, il existe un entier b
unique tel que a=b(modn) et0 <b < n,avecb:=a
mod n.
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Exemples et propriétés

@ Exemples :

@ 2=8 mod 3 car 3|(8 — 2).
@ 12 =2 mod 5 car 5|(12 — 2).

@ Propriétés :

]

o
o
o

a=b
a=a
a=b
a=b

modn< dkeZ,a=b+k-n.

mod n

mod n=b=a modn

mod n etb =c mod n impligue a=c mod n
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@ Compatibilité avec addition et multiplication
@ Sia=a’ modnethb=b' mod n, alors
@a+b=a+b' modneta-b=a’-b’ modn.
@ Lors d'un calcul modulo n, on peut substituer a x une
valeur x’ congruente a x modulo n.
@ Calculeraavec0 <a<8telquea=83-72 mod 7.
@ Premiere solution: 83 - 72 = 5976
a=>5976 mod 7 =5.
@ Deuxiéme solution: 83 =6 mod 7,72 =2 mod 7,
83.72=6-2=12=5 mod 7.
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Inverse multiplicatif

@ Inverse multiplicatif :

@ Soient un entier n > 0 et a € Z. Un entier &’ est dit inverse
multiplicatif de a modulon sia-a’ =1 mod n.

@ Théoréme :

@ Soient n,a € Z avec n > 0. Alors a posséde un inverse
multiplicatif modulo n si et seulement si PGCD(a, n) = 1.
@ Preuve (=)
@ Sia’ inverse multiplicatif de a modulo n, alorsa-a’' =1
mod n.
@ Soitk € Ztelquea-a' =1+k-n.
@ Sid|aetd]n, alors d|1. Donc PGCD(a,n) = 1.
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@ Un inverse multiplicatif de 5 modulo 7 est 3 car
3:5=15=1 mod7

@ 2 ne possede pas d’inverse multiplicatif modulo 6 :
©2-1=2 mod®6

©2-2=4 mod6
©2-3=0 mod®6
@ 2-4=2 mod 6
@ 2-5=4 mod 6
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Algorithme d’Euclide étendu

@ Algorithme d’Euclide étendu.

@ Soienta,b € Z etd = PGCD(a, b).
o Permet de calculers,t € Ztelsquea-s+b-t =d.

@ Inverse multiplicatif.

@ Soita,n avec n > 0et PGCD(a,n) = 1.
@ Avec l'algorithme d’Euclide étendu, on calcule s, t tels que

a-s+n-t=1

@ Alorsa-s=1 modn
@ s est un inverse multiplicatif de a modulo n.
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Algorithme d’Euclide étendu

@ Algorithme d’Euclide étendu, poura > 0etb > 0.
@ Similaire a I'algorithme d’Euclide normal, mais avec deux
suites u; et v; supplémentaires.
@ rp=aetr; =h.
@ Pouri>2,s0itri =0 ri1+ri2
® Up:=1, vg:=0, u; :=0, vy := 1 etpouri > 2, on définit
U=U-2—(Q-2-U_1€tVi=Vi2—(i—2"Vi_1.
@ Il existe k > O tel que ry, = 0.
@ Alors PGCD(a,b) =r_1 =ux_1-a+vk_1-b.
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Justification

@ Onatoujoursri =uj-a+v;-b.
@ Vraipourrp=a=1-a+0-b.
@ Vraipourry=b=0-a+1-b.
® Siri_,=U_y-a+Vi_p-betri_y =uj_1-a+Vvj_;-b, alors:

u-a+vi-b = (U_2—-0Qi_2-U_1)-a+
(Viea = Qi—2-Vi_1)-Db
li_a—Qi—2-F-1
= I
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